10 1. Podzielnos¢ i algorytm Euklidesa

399604767197679837599445500494892677304312411393504462234085050711
176558351000340487308292150132855755740500845026354958566842349308
529640492550114790498052554392405141741467622663380996415300301627
604636832287164931616418495770609925454005241358460311523887539583
437809640729544084416875015693643785213460686961514089768268527740
198439718705821729556562498210449334559467289716841227443670367164
348069848776932220596911611920098878632447745738858068163211454952
641854628565805109986803145743950677763724117673700658910538966372
910576497652977753999334410283575693174950580051165795834230742955
154766434041225129738308349006135081582329601233419855093328455354
285932603705015692115033365047429066322183898691394177139829874383
281706151020442020049651774263897830982041283359307290811317959191
610428142341056116313638444292161521869499742308789986999098030418
294836728874245939702410895192664167997643856404681020362660758917
375465625026304015195283527

IntegerLength[%] = 951

Sprobujmy teraz rozwiazaé¢ to zadanie tradycyjnie; najpierw zajmiemy
sie ,,calkowitoscia” rozpatrywanej liczby: licznik jest parzysty, a jego ostat-
ni skladnik jest podzielny przez 3; ponadto liczba 11992 + 21993 jest podzielna
przez 3... (o znowu trzy kropki!). A teraz liczba cyfr rozpatrywanej licz-

3199 znajdzmy ilo$é cyfr

by: zauwazmy, ze najwiekszy ,wktad” ma sktadnik
tej liczby. Nietrudno zauwazy¢é, ze ilosé cyfr liczby naturalnej k mozna ob-
liczy¢ za pomoca wzoru [log,, k] + 1, gdzie [z] oznacza cze$¢ calkowita licz-
by z. Zatem powinni$my obliczy¢ [log,, 3'9%¢]
(Floor[Log[10,31994]] + 1). Na koniec nalezy sie zastanowié, jak podzielenie
liczby 3994 przez 6 wplynie na liczbe cyfr. Przydalaby sie informacja o pierw-
szej cyfrze liczby 31991, W tym celu nalezaloby znalez¢é takie k (k = 1,2,...,9),
aby spelniona byla podwdjna nieréwnosé k - 109°1 < 3199 < (k + 1) - 1091,
Obliczenia numeryczne daja odpowiedZ: k = 2. Wynika stad, ze dzielac 3199

+ 1, ta liczba ma wartosé¢ 952

przez 6, liczba cyfr zmniejsza sie¢ o 1. Stad ostatecznie rozpatrywana liczba
ma rzeczywiscie 951 cyfrs.

Zadanie 1.1.4 ([ETL2], éw. 17,s. 7)
Wykaz, ze iloczyn k kolejnych liczb catkowitych jest podzielny przez k!.

Jedli w zestawie k kolejnych liczb catkowitych znajduje sie zero, to podzielnosé

oczywiscie zachodzi. Poniewaz znak liczby catkowitej nie wptywa na podziel-

3 W jezyku Mathematica do poszukiwania konkretnych cyfr liczby naturalnej przydaja sie
komendy: IntegerDigits oraz FromDigits.
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nosé¢, wiec mozemy zakltadac, ze wszystkie liczby sa dodatnie. Rozpatrujemy
wiec liczby naturalne m 4+ 1,m + 2,...,m + k; chcemy pokazac, ze

Elfm+1)-(m+2)-...- (m+k).
Poeksperymentujmy najpierw numerycznie*:
flm_, k_] := Product[i, {i, m + 1, m + k}]
To jest definicja iloczynu (m+1) - (m+2)-...- (m+ k); zwracamy uwage na
oznaczenie zmiennych, koniecznie nalezy uzywaé dolnego podkreslnika.
3, 51/5! wynik 56
f[7,10]/10! wynik 19448

Uzasadnienie w przypadku ogdlnym polega na zauwazeniu, ze

Lt = (),

gdzie (7"7:’“) oznacza symbol Newtona®. Wystarczy teraz powotaé sie na wia-
snosé tréjkata Pascala, ktory sklada sie z liczb naturalnych (mozna to udo-
wodnié, korzystajac z indukcji matematycznej).

Zadanie 1.1.5 ([ETL2], ¢w. 18,s. 7)
Udowodnij, ze dla dowolnego n € N\ {1}, liczba 3" + 1 nie jest podzielna
przez 2".

Podobnie, jak w zadaniu 1.1.1, kluczowa role odgrywa podzielnos¢ przez 8;
sprawdzmy to:

Table[Mod[3*n + 1,8], {n,2,20}]

{2,4,2,4,2,4,2,4,2,4,2,4,2,4,2,4,2,4,2}

Table[Mod[2n, 8]{n,2,20}]

{4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}

Skoro 8 jest dzielnikiem liczby 2™ dla kazdego n > 3, to wystarczy sprawdzié,
ze 8 nie jest dzielnikiem liczby 3" + 1. Wida¢ z powyzszych danych, ze

4 dla n nieparzystego,

2 dla n parzystego.

3"(mod 8) = {

Jestedmy pewni, ze czytelnik poradzi sobie z uzasadnieniem wtasnosci z po-
przedniej strony (mozna zerknaé¢ do rozwiazania zadania 1.1.1).

4 W jezyku Mathematica funkcja f[m,k] jest écisle zwiazana z funkcja Pochhammera
(Pochhammer[1 + m, k]).

5 Binomiallm, k] (Mathematica) oznacza symbol Newtona (7).



